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Sirojiddinov Z., Gulomova X.A. Beton mustahkamligi sinovlari natijalarining ehtimollik-statistik tahlili 
Аnnotatsiya. Maqolada mineral va kimyoviy qoʼshimchalar bilan modifikatsiya qilingan mayda donador beton namunalar 

sinovdan oʼtkazish jarayonida olingan natijalarning vakolatliligini taʼminlanishi bilan bogʼliq asosiy talablari koʼrib chiqildi. 

Sinov natijalarini statistik baholashda ishonch intervallari, standart ogʼish va variatsiya koeffitsienti aniqlandi. Tayyorlangan 

namuna etalonlar orqali hisoblash algoritmlari, ehtimoliy qiymatlarni aniqlash, ishonchlilik koeffitsientlarini tanlash va ularning 
normativ meʼyorlar bilan bogʼliq jihatlari yoritilgan. 

Kalit soʼzlari: betonning kubik mustahkamligi, beton tarkibi, statistik baholash, ishonch intervallari, standart ogʼish, 

variatsiya koeffitsienti, ehtimoliy qiymat, etalon, kafolatli, normativ meʼyorlar 

Sirojiddinov Z., Gulomova Kh.A. Probabilistic-statistical analysis of concrete strength test results 
Abstract. This paper discusses the key factors that ensure the reliability of results from tests on fine-grained concrete 

specimens modified with mineral and chemical additives. Within the framework of statistical–probabilistic analysis, confidence 

intervals, standard deviation, and the coefficient of variation were determined. The study highlights calculation algorithms based 

on reference specimens, the determination of probabilistic values, the selection of reliability factors, and their relation to regulatory 
requirements. 

Keywords: cube strength of concrete, concrete composition, statistical evaluation, confidence intervals, standard deviation, 

coefficient of variation, probabilistic value, reference specimen, guaranteed value, regulatory indicators. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОДОЛЬНО-РАДИАЛЬНЫХ 

КОЛЕБАНИЙ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 

ОБОЛОЧЕК, НЕСТАЦИОНАРНО ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ С ВНУТРЕННЕЙ 
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Аннотация. В данной работе математически моделируются продольно-радиальные колебания трансверсально-

изотропной цилиндрической оболочки, взаимодействующей с внутренней вязкой жидкостью. Взаимодействие между 

оболочкой и жидкостью рассматривается на основе уточненных уравнений движения. Для решения уравнений использу-
ются преобразования Фурье и Лапласа, граничные и контактные условия, а также метод конечных разностей. На основе 

практической задачи построены графики перемещений и показано их соответствие физической сущности. Результаты 

исследования имеют большое значение для проектирования и оптимизации промышленных конструкций. 

Ключевые слова: трансверсально-изотропная цилиндрическая оболочка, вязкая жидкость, продольно-радиаль-
ные колебания, анализ смещений, граничные условия, условия контакта. 

Введение. Упругие колебания цилиндрических оболочек и их взаимодействие с внут-

ренними жидкостями играют важную роль в нефте- и газопроводах, реактивных двигателях 

и подводных сооружениях. Часто эти процессы изучаются в идеальных условиях, и слож-

ные взаимодействия с жидкостью не учитываются в полной мере. Поэтому для определения 

продольно-радиальных колебаний трансверсально-изотропных цилиндрических оболочек 

необходимы усовершенствованные математические модели. В данной работе вместо тра-

диционных гипотез были выведены уравнения продольно-радиальных колебаний обо-
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лочки, взаимодействующей с внутренней вязкой жидкостью, на основе уточненных урав-

нений. Были определены граничные условия между жидкостью и оболочкой, а для общего 

решения использовались преобразования Фурье и Лапласа. Решая полученную систему 

уравнений, были получены интегро-дифференциальные уравнения для основных частей 

средних смещений поверхности и определены их решения. Результаты исследования спо-

собствуют более глубокому пониманию динамических свойств цилиндрических оболочек, 

взаимодействующих с внутренними жидкостями, и оптимизации промышленных систем. 

Научные исследования, проведенные в области моделирования продольно-радиаль-

ных колебаний трансверсально-изотропных цилиндрических оболочек при их взаимодей-

ствии с внутренней вязкой жидкостью, составляют теоретическую основу данной работы. 

В последние годы научное значение приобрело моделирование продольно-радиаль-

ных колебаний, возникающих в результате взаимодействия трансверсально-изотропных 

цилиндрических оболочек с внутренней вязкой жидкостью. В [1] разработаны первые мо-

дели, описывающие распространение продольных и поперечных волн в оболочках. На ос-

нове работы [2] теоретически изучено распространение звуковых волн внутри цилиндриче-

ской оболочки. Продольные колебания в круглой цилиндрической оболочке, заполненной 

внутренней вязкой жидкостью [3], возбуждались продольным моментом, и предполагалось, 

что оболочка или поверхность не подвергаются внешним нагрузкам. 

Были созданы точные трехмерные математические модели [4, 5], учитывающие взаи-

модействие жидкости и оболочки, и найдены решения на основе классических и усовер-

шенствованных приближенных уравнений колебаний. В этих работах нестационарные про-

дольно-радиальные крутильные колебания трансверсально-изотропной цилиндрической 

оболочки, взаимодействующей с внутренней вязкой жидкостью, выражены с помощью ин-

тегральных операторов Больцмана-Вольтерра. Представлены уравнения движения слоя и 

жидкости в цилиндрических координатах и условия контакта [6, 7, 8]. Также рассмотрены 

торсионные колебания и граничные условия в трансверсально-изотропных цилиндриче-

ских оболочках, взаимодействующих с внутренней вязкой жидкостью [10, 11], которые свя-

заны с настоящей работой и укрепляют теоретические основы. 

Эти исследования являются важной научной и практической основой для определения 

уравнений продольно-радиальных колебаний трансверсально-изотропных цилиндрических 

оболочек, взаимодействующих с внутренней жидкостью. 

Постановка задачи. Пусть l будет длиной, r2 внешним радиусом, r1 внутренним ра-

диусом и h = r2 - r1 толщиной исследуемой цилиндрической оболочки (рис. 1). Рассматри-

ваем задачу о взаимодействии нестационарной цилиндрической оболочки с внутренней вяз-

кой жидкостью. Для задачи о трансверсально-радиальных колебаниях цилиндрической обо-

лочки получаем компоненты вектора перемещения Ur  и Uz: 

( , ), ( , ).r r z zU U r z U U r z       (1) 

 
Рис.1. Цилиндрическая оболочка 

 

Соотношения Коши в цилиндрической системе координат имеют следующий вид: 

1
; ; ; .

2

r r z r z

rr zz rz

U U U U U

r r z z r
   

    
     

    
    (2) 
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Компоненты тензора напряжений для трансверсально-изотропного тела в цилиндри-

ческой системе координат в симметричном положении относительно оси записываются 

следующим образом: 

11 12 13 12 11 13 13 33; ; ;r r z r r z r r z

rr zz

U U U U U U U U U
C C C C C C C C

r r z r r z r r z
  

      
         

      
 (3) 

где Cij - константы для поперечно-изотропного тела. 

Уравнения движения записываются в цилиндрической системе координат, симмет-

ричной относительно оси, в следующем виде: 
2 2 2 2 2

12 12 11 12 12 11

11 13 442 2 2 2 2

2 2 2 2 2

44 13 33 442 2 2

;

1 1 1
.

r r z r z r r

r r

r z r r z r z z

U C C U U U U C C U C C U
C U C C U

r r r z r z r rr r z r t

U U U U U U U U
C C C C

r z z r r r r z r rr z t





         
        

        

           
           

            

 (4) 

Мы описываем компоненты вектора смещения следующим образом: 

 

 

0

0

sin
;

cos

cos
.

sin

pt

r r

l

pt

z z

l

kz
U dk U e dp

kz

kz
U dk U e dp

kz






 

 


 



 

 
     (5) 

Подставляем выражения (5) в систему дифференциальных уравнений движения (4): 

 

 

2 2

2 2

11 44 13 442 2

2

2 2

44 33 44 132

1 1
;

1
;

r r z

r r

z z r

z z

U U U
C U C k U k C C p U

r r rr r

U U U U
C k C U k C C p U

r r r rr





   
      

  

     
        

    

   (6) 

Вводим следующие обозначения 

   
2

0 1 13 44 2 13 442 2

11 44

1 1 1 1
; ; .B C C B C C

r rr r C C

 
       


   (7) 

Учитывая определения (7), дифференцируем вторую часть системы уравнений (8) по 

r в следующей форме: 

   1 2 2 1 2 1 2 1

0 44 11 11 1 0 33 44 44 2 00; 0.z z z

r r r

U U U
U C C k p C U kB k C C p C kB U

r r r
      

          
  

 (8) 

Из первого уравнения системы (9) получаем следующее 
2 2

44

1 0

11 11

.z

r r

U C k p
kB U U

r C C

 
    

  
    (9) 

Уравнение (9) можно записать в следующем виде: 

  2 2

1 2 0.rU          (10) 

Согласно теореме Т. Боджо [12], решение (10) равно сумме следующих решений: 

 
2

2

2 2

1 1
0 1,2 .i i

i i

d U dU
U i

r drdr r

 

     
 

   (11) 

Общее решение уравнения (10) равно 

       1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2rU A I r D K r A I r D K r       .    (12) 

Подставляя решение (12) в первое уравнение системы (8), получаем: 

       
2 2 2 2

1 2

1 1 0 1 1 0 1 2 0 2 2 0 2

1 1

zkBU A I r D K r A I r D K r
   

   
 

 
          ,  (13) 

здесь 2 1 2 2 1

11 44 11 .C p k C C      

Мы разлагаем смещения (12) и (13) в ряд по рангу в радиальной координате r. 



 33 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

2 22 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 21 2 1 2

1 10 2 20 6, 1 1 2 22 2
0 01 1 2 1 1 1 2 1

2 1

2 1 2 1 2 11 2

10 1 20 2 7, 1 1 2 2

01 2

2 2
;

! !

21

! 1 !

n n

n n n n

z n

n n

n

n n n

r n

n

r r
U A A r D D

k B k B k B k Bn n

rD D
U A A r D D

r n n

       
    

   

    
 

 

 




  



      
      

   

 
      

 

 

  
 

 

2 1

2 1

0

2
;

! 1 !

n

n

n

r

n n






 


 (14) 
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Получаем следующие граничные условия для продольно-радиальных колебаний рас-

сматриваемой цилиндрической оболочки: 

2 2 2 2 1 1 1 1

( , , ) ( , ) , ( , , ) ( , ) , ( , , ) ( , , ) , ( , , ) ( , , ) .rr r rz r rr rr rz rzr r r r r r r r r r r r r r r r
r z t f z t r z t f z t r z t P r z t r z t P r z t   

       
       (15) 

В (15) мы заменяем напряжения и внешние силы в граничных условиях следующим 

образом: 

   
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Применяем подстановки (16) к (15), и тогда получаем следующее 

2 2 1 1
1 1

( , , ) ( , ); ( , , ) ( , ); ( , , ) ( , , ) ; ( , , ) ( , , ) .rr r rz rz rr rr rz rzr r r r r r r rr r r r
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Напряжения , , ,rr rz rr rzP P   (P), включенные в эти выражения, можно записать следую-

щим образом: 

11 12 13 44
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Тогда условие кинематической связи (15) также выполняется. Применяя подстановки 

(6) 

0 ( ) 0 ( )

sin cos
; .

cos sin

pt pt

r r z z

l l

kz kz
dk e dp dk e dp

kz kz
   

 
 

  
  
       (19) 

Исходя из этих кинематических условий контакта, мы получаем следующее: 

; .r r z zpU pU         (20) 

С учетом этих выражений (20) формулу (18) можно записать следующим образом: 
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   (21) 

Используя выражения (21), запишем граничные условия (17) следующим образом: 
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Подставляем (12) и (13) в полученную систему уравнений (22). 

Заменяем ведущие части перемещения точек средней поверхности и коэффициенты 

α2; 2

1  и 2

2   следующим образом: 
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Математически упрощая и вычисляя систему уравнений, полученных в отношении 

Ur,0, Uz,0 Ur,1 и Uz,1 с помощью подстановок, получаем следующую систему уравнений: 
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Здесь коэффициенты системы уравнений (24) определяются из геометрических и фи-

зических параметров материала оболочки [13].  

Решая систему уравнений (24), можем определить необходимые функции Ur,0, Uz,0 Ur,1 
и Uz,1. Используя эти функции, можем рассчитать смещения, возникающие в точках пере-

сечения круглых цилиндрических слоев и оболочек, взаимодействующих с внутренней вяз-

кой жидкостью во время нестационарных колебаний. 

Метод решения. Далее, на основе уравнений (24), мы рассмотрим практическую за-

дачу о продольно-радиальных колебаниях круглых цилиндрических поперечно-изотроп-

ных слоев и оболочек, взаимодействующих с внутренней вязкой жидкостью. Введем сле-

дующие безразмерные величины: 
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Формируем систему уравнений в безразмерном состоянии, вводя безразмерные 

определения (25) в систему уравнений (24) 
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Здесь коэффициенты системы уравнений (26) выражены в виде безразмерных величин 

(25) 
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Анализ результатов. Для решения системы уравнений (26) используем метод конеч-

ных разностей. Для решения системы уравнений, разложенной с помощью метода конеч-

ных разностей с использованием программы Maple, геометрические размеры круглой ци-

линдрической оболочки берем следующими: l = 1 м, r1 = 0.2 м, r1 = 0.128 м. Мы приклады-

ваем крутящие моменты к свободному концу круглой цилиндрической оболочки z = 0. Ко-

нец z = l закрепляется винтом. Мы считаем, что материал круглой цилиндрической обо-

лочки алюминий. Значения для алюминиевого материала: ρ = 2700 кг/м3, E = 0.7·1011 H/ м2, 

v = 0.33, C11=1.103·1011 H/ м2, C12=0.543·1011 H/ м2, C13=0.543·1011 H/ м2, C33=1.103·1011 H/ 

м2, C44=0.280·1011 H/ м2. Толщина цилиндрической оболочки составляет h = r2 – r1. В ре-

зультате расчетов получены графики на рис. 2 и 3.   

 
Рис. 2. График изменения компоненты вектора перемещения Uz в зависимости от координаты z при различных значе-

ниях момента силы 
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График на рис. 2 показывает, что при приложении момента силы 5·103 Н·м к концу 

z=0 круглой цилиндрической оболочки, взаимодействующей с внутренней вязкой жидко-

стью, максимальное смещение составляет 0.018. Когда к концу цилиндрической оболочки 

в точке z=0 прикладывается крутящий момент 10·103 Н·м, максимальное значение смеще-

ния Uz составляет 0.043, а когда прикладывается крутящий момент 15·103 Н·м, максималь-

ное значение смещения Uz составляет 0.085. По мере увеличения значения крутящего мо-

мента значение смещения Uz также увеличивается. Это соответствует физической сути за-

дачи. 
 

 
Рис. 3. График изменения компоненты вектора перемещения Ur в зависимости от координаты z при различных значе-

ниях момента силы. 
Из графика на рис. 3 видно, что при приложении момента силы 5·103 Н·м к концу ци-

линдрической оболочки в точке z=0 Ur максимальное значение смещения составляет 0.11 в 

сечении z=0.03 и начинает уменьшаться от этого сечения. Когда на конец цилиндрической 

оболочки в точке z=0 действует крутящий момент 10·103  Н·м, максимальное смещение Ur  

в этом сечении составляет 0.28, и оно также начинает уменьшаться от этого сечения. Когда 

значение поворотного момента составляет 15·103 Н·м, смещение Ur достигает своего мак-

симального значения в этом участке и также начинает уменьшаться от этого участка. Здесь 

мы также можем видеть, что по мере увеличения значения крутящего момента Ur значение 

смещения также увеличивается. Это соответствует физической сути задачи. 

Заключение. В данной работе были смоделированы продольно-радиальные колеба-

ния трансверсально-изотропных цилиндрических оболочек, заполненных внутренней вяз-

кой жидкостью, и определены перемещения точек оболочки. В отличие от традиционных 

гипотез, дифференциальные уравнения для продольных и радиальных перемещений в ци-

линдрических координатах были выведены на основе заданных уравнений упругого движе-

ния. С учетом граничных и кинематических условий контакта между оболочкой и жидко-

стью были получены общие решения с использованием преобразований Фурье и Лапласа. 

На основе решенных уравнений были получены значения перемещений в зависимости от 

изменения момента силы. Результаты показали, что с увеличением крутящего момента сме-

щения достигают максимального значения, а изменение этих значений имеет явное свой-

ство затухания по длине оболочки. Графические результаты полностью соответствуют фи-

зической сущности задачи и подтверждают достоверность модели. Полученные результаты 

дают практическую основу для более глубокого изучения динамического состояния цилин-

дрических оболочек, взаимодействующих с внутренней вязкой жидкостью, и для оптими-

зации цилиндрических конструкций. 
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Mamasoliyev K., Ismoilov E.A. Ichki qovushoq suyuqlik bilan o‘zaro nostatsionar ta’sirlashuvchi transversal-izotrop 

silindrik qobiqning bo‘ylama-radial tebranishlarini matematik modellashtirish 
Annotatsiya. Ushbu maqolada ichki qovushoq suyuqlik bilan o‘zaro ta’sirlashuvchi transversal-izotrop silindrik qobiqning 

bo‘ylama-radial tebranishlari matematik modellashtirilgan. Qobiq va suyuqlik o‘rtasidagi o‘zaro ta’sirlar aniqlangan harakat 
tenglamalari yordamida tahlil qilingan. Tenglamalarni yechish uchun Fure va Laplas almashtirishlari, chegaraviy va kontakt 

shartlar hamda chekli ayirma usulidan foydalanilgan. Amaliy masala asosida ko‘chish grafiklari tuzildi va ularning fizik 

mohiyatga mos kelishi ko‘rsatildi. Tadqiqot natijalari sanoatda loyihalash va optimallashtirish uchun katta ahamiyatga ega. 

Kalit so‘zlar: transversal-izotrop silindrik qobiq, qovushoq suyuqlik, bo‘ylama-radial tebranishlar, ko‘chish tahlili, che-
garaviy shartlar, kontakt shartlar. 

Mamasoliev K., Ismoilov E.A. Mathematical Modeling of Longitudinal-Radial Vibrations of Transversely Isotropic 

Cylindrical Shells Interacting Non-Stationarily with an Internal Viscous Fluid 

Abstract. This paper presents a mathematical model for the longitudinal and radial vibrations of a transversely isotropic 
cylindrical shell interacting with an internal viscous fluid. The interactions between the shell and the fluid are analyzed using 

refined equations of motion. Fourier and Laplace transforms, boundary and contact conditions, as well as the finite difference 

method, are used to solve the equations. Based on a practical problem, displacement graphs are constructed, and their relevance 

to the physical phenomena involved is demonstrated. The results of this study are significant for the design and optimization of 
industrial structures 

Keywords: transversely isotropic cylindrical shell, viscous fluid, longitudinal-radial vibrations, displacement analysis, 

boundary conditions, contact conditions. 
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