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УСТОЙЧИВОСТЬ УПРУГОГО СТЕРЖНЯ С ГАСИТЕЛЯМИ КОЛЕБАНИЙ ПРИ 

ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 

Кудратов А.Э. 
Самаркандский государственный педагогический институт, Самарканд, Узбекистан. 

E-mail: a_qudratov1985@mail.ru 

Аннотация. В данной работе исследована устойчивость поперечных колебаний упругого стержня с упруго-дис-

сипативными характеристиками гистерезисного типа и динамическими гасителями колебаний. Аналитически выра-
жены условия устойчивости в зависимости от параметров системы, получен численный анализ и выводы. В частности, 

анализируется изменение условий устойчивости в зависимости от упругих элементов динамического демпфера и изме-

нение условий устойчивости стационарных колебаний рассматриваемой системы. 

Ключевые слова: поперечные колебания, динамический гаситель колебаний, устойчивость, уравнение движения, 
гистерезис, упругость. 

Введение. Задачам гашения колебаний систем с распределенными параметрами с 

помощью динамических гасителей колебаний посвящено много научных статей. В работе 

[1] показано, что при присоединении к балке динамического гасителя колебаний, 

появляется новая собственная частота системы, близкая к парциальной частоте гасителя, 

которая в зависимости от параметров системы может принимать значения меньшее, 

большее и равное парциальной частоте гасителя. В [2] проводятся экспериментальные 

исследования и сравнительный анализ колебаний балки с двумя динамическими 

гасителями колебаний, симметрично расположенными относительно концов балки. Однако 

исследование колебательных движений механических систем с распределенными 

параметрами и динамическими гасителями с нелинейными упруго-диссипативными 

свойствами является весьма сложной задачей из-за многих факторов, которые сильно 

влияют на характер колебаний систем. Дифференциальные уравнения движений таких 

систем являются нелинейными и для решения требуют применения соответствующих 

методов. В работах [3, 4] рассмотрены задачи о нелинейных колебаниях стержня с 

динамическим гасителем колебаний с учетом упругодемпфирующих свойств 

гистерезисного типа при гармонических воздействиях. Было получено решение системы в 

виде передаточных функций. Были изучены задачи динамики [5, 6] нелинейных колебаний, 

а также их устойчивость [7, 8]. Исходя из вышеуказанного следует, что исследование 

колебаний и гашения колебаний балок остаётся актуальной задачей современной науки. В 

статье рассматривается устойчивость стационарных колебаний стержня с двумя 

динамическими гасителями колебаний (ДГК), движения которых описываются 

дифференциальными уравнениями [5]. 

Рассмотрим решение задачи о поперечных колебаниях стержня с двумя параллельно 

установленными ДГК, с помощью метода разложения в ряд по формам колебаний. Этот 

метод более удобен для оптимизации параметров ДГК при различных видах колебаний 

стержня с граничными условиями, когда требуется многократно вычислять амплитудно-

частотную характеристику (АЧХ) системы. Результаты работ [9, 10] подтверждают, что при 

достаточно большом декременте колебаний материала упругодемпфирующего элемента 

ДГК, нелинейность характеристики внутреннего сопротивления материала стержня незна-

чительно влияет на колебания стержня и определение оптимальных параметров ДГК. По-

этому принимаем, что рассеяние энергии в материале стержня подчиняется гипотезе Е.С. 

Сорокина [11]. 

Стержень длиной l, шириной b, высотой h, закреплен на вибрирующем основании, 

движение его задано вдоль оси Oz. В точках стержня с координатами х1, х2 установлены 

ДГК (рис.1). 
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Рис. 1. Упругий стержень с динамическим гасителем. 

Предложенная методика, эксперименты и результаты. Дифференциальные урав-

нения стержня и двух ДГК с гистерезисным рассеянием энергии при кинематическом воз-

буждении, запишем в следующем виде: 
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где M - изгибающий момент; ρ, F - плотность материала и площадь поперечного сечения 

стержня соответственно; w - функция прогиба стержня; w0 
- перемещение основания; w(x1), 

w(x2) - перемещение точек стержня, в которых установлены ДГК; c1, c2-коэффициенты 

жесткости упругодемпфирующих элементов ДГК; m1, m2 - массы ДГК; ζ1, ζ2 - перемещения 

ДГК относительно стержня; δ1(x-x1), δ2(x-x1) - дельта-функции Дирака; x1, x2 
- координаты 

установки ДГК. 

Зависимость между нормальным напряжением н
 и относительной деформацией ξot 

запишем в виде 
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C1, C1,…, Cr1 – экспериментально определяемые коэффициенты петли гистерезиса, завися-

щие от демпфирующих свойств материала стержня [12-15]. 
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где J=bh3/12 - момент инерции сечения стержня. Подставляя выражение (4) в первое урав-

нение системы (1) и учитывая соотношение (3), запишем дифференциальное уравнение по-

перечных колебаний стержня с ДГК в следующем виде: 
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Для решения системы уравнений (5) функции прогиба стержня ),( txw  разложим в ряд 

по собственным формам колебаний 
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где qk(t) - функция времени; uk(x) - k-ая собственная форма колебаний стержня, удовлетво-

ряющая уравнению 

,02

4

4





kk

k uFp
x

u
EJ       (7) 

вместе с граничными условиями. Здесь, uk = uk(x); pk 
- частота собственных колебаний 
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Используя метод Бубнова-Галеркина для первого уравнения системы (9), на основа-

нии условия ортогональности собственных функций uk, для одночленной аппроксимации 
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где j2=-1; pk – частота собственных колебаний стержня; ms=ρFl - масса стержня; m1, m2 –

массы динамических гасителей колебаний; uk(x)
 
– собственные формы колебаний стержня; 

W0=∂2w0/ ∂t2 – ускорение основания, uk1 = u(x1), uk2 = uk(x2), x1, x2 - координаты установки 

ДГК; 
1

1
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n  ; 21,cc ; 21, – частоты колебаний; коэффициенты жесткости 

упругих элементов и относительные перемещения ДГК. 
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Ускорение основания при гармонических колебаниях равно 
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Решения системы (9) ищутся в виде 

);cos( iii taq     
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где амплитуды и фазы 2312 ,,,,,  aaa ii  колебаний рассматриваются как медленно изменя-

ющиеся. 

Подставляя (10) в уравнения (9) и приравнивая вторые производные нулю, находим 

уравнения движения в нормальном виде. 
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Проведены проверка устойчивости и численный анализ совместных поперечных ко-

лебаний стержня с упруго-диссипативными характеристиками гистерезисного типа и дина-

мическими гасителями колебаний с линейной упругой характеристикой. 

В качестве материала консольной балки, один конец которой жёстко закреплён, а дру-

гой свободен, используется сталь марки 40Х [16]. 

;1008.2
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Размеры стержня принимаем следующими: 

;1025 2 ml  ;10 2 mb  ;102 2 mh  .102 24 mF   
13.905 10 .sm Fl kg     

Как известно, собственная частота стержня определяется следующим образом [17-21]: 
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здесь m0 — масса стержня, приходящаяся на единицу длины: 
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Жёсткостные коэффициенты упругих элементов динамических гасителей принимаем 

следующими: c1 = c2 = 100 N/m. 

Форма собственных колебаний 

1 sinh(1.875) sin(1.875)
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l l l l
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Исследовано влияние отношения масс ДГК и основного элемента на устойчивость ко-

лебаний; показано, что с уменьшением этого параметра частоты, области неустойчивых ам-

плитуд приближаются с двух сторон к частоте антирезонанса. 

Численный анализ проводится для определения первой собственной формы колеба-

ний в двух отдельных случаях: 1) сначала выполняется численный анализ при изменении 

массовых соотношений µ1 и µ2 - отношений масс динамических виброгасителей (ДГК) к 

массе балки; 2) по полученным зависимостям строятся графики амплитудно-частотных ха-

рактеристик системы и определяются примерные места установки ДГК. 

При исследовании движения стержня с динамическими гасителями важную роль иг-

рает выбор массы динамического гасителя. В нашей работе рассмотрено соотношение масс 

динамических гасителей к массе стержня. В каждом случае представлен график ампли-

тудно-частотной зависимости: в первом случае выбрана доля 0,05 (красная линия), во вто-

ром - 0,04 (синяя линия), в третьем - 0,03 (жёлтая линия). Из графиков видно, что при умень-

шении массы и увеличении частоты наблюдается смещение областей устойчивости и не-

устойчивости. 
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Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики стержня с ДГК при различных значениях μ=m/mст=0.5; 0.4; 0.3. 

При увеличении массы динамического гасителя резонансная частота уменьшается, 

амплитуда колебаний снижается, и при определённом значении массы колебания стано-

вятся минимальными - это является основным показателем для определения оптимальной 

массы. С увеличением массы динамического гасителя резонансная частота системы пони-

жается, а амплитуда колебаний уменьшается. 

Если точки установки динамических гасителей перемещать симметрично вдоль 

длины стержня, не изменяя их массы, то область приоритетности также изменяется в зави-

симости от частоты. В первом случае (красная линия) гасители установлены в точках 2l/3 и 

l, во втором случае (синяя линия) - в точках 3l/4 и l, в третьем случае (жёлтая линия) - в 

точках 4l/5 и l, а в четвёртом случае (чёрная линия) - в точках 5l/6 и l. 

Из графиков видно, что по мере симметричного удаления точек установки динамиче-

ских гасителей от центра стержня области устойчивости сближаются. 

 
Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики, координаты установки ДГК 

Преобразование координат значительно смещает резонансные частоты системы, но 

сохраняет общую картину колебаний. Это позволяет управлять областями резонанса, не из-

меняя динамическую устойчивость системы. Таким образом, преобразование координат яв-

ляется удобным способом оптимизации резонансных частот и эффективного управления 

вибрациями. 
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Выводы и заключение. Рассмотрена задача устойчивости стационарных амплитуд 

гармонических колебаний стержня с динамическим гасителем упругодемпфирующими ха-

рактеристиками гистерезисного типа. Исследованием наличия вертикальных касательных 

на графиках амплитудно-частотных характеристик получены выражения для определения 

устойчивых и неустойчивых амплитуд гармонических колебаний. Полученные равенства 

для определения границ устойчивости были сравнены с ранее известными результатами. 

Построены амплитудно-частотные характеристики рассматриваемой системы при 

различных значениях параметров системы и различных мест установки динамического га-

сителя колебаний. Показано, что в случаях, когда динамический гаситель колебаний уста-

новлен в узловых точках, эффект динамического гасителя колебаний не наблюдается. 
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Кudratov A.E. Dinamik so‘ndirgichlar o‘rnatilgan elastik sterjenning ko‘ndalang tebranishlari ustuvorligi. 

Annotatsiya. Ushbu maqolada gisterezis tipidagi elastik-dissipativ xususiyatlarga ega bo‘lgan elastik sterjenning dinamik 
so‘ndirgichlar bilan birgalikdagi ko‘ndalang tebranishlarining ustuvorligi tadqiq etildi. Sistema parametrlari orqali ustuvorlik 

shartlari analitik ravishda ifodalandi, sonli tahlil va xulosalar keltirildi. Xususan, dinamik so‘ndirgichning elastik elementlari 

parametrlariga bog‘liq holda ustuvorlik shartlarining o‘zgarishi hamda sistemaning stasionar tebranishlaridagi ustuvorlik hola-

tlari tahlil qilindi. 

Kalit so‘zlar: Ko‘ndalang tebranish, dinamik so‘ndirgich, ustuvorlik, harakat tenglamasi, gisterizis, elastik. 
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Кudratov A.E. Stability of an elastic rod with vibration dampers under transverse oscillations. 

Abstract. This paper investigates the transverse vibration stability of an elastic rod with hysteresis-type elastic-dissipative 

characteristics and dynamic vibration dampers. Stability conditions are analytically expressed as functions of system parameters, 

and a numerical analysis and conclusions are obtained. In particular, the change in stability conditions depending on the elastic 
elements of the dynamic damper and the change in stability conditions for stationary vibrations of the system under consideration 

are analyzed. 

Keywords: transverse vibration, dynamic absorber, stability, equation of motion, hysteresis, elasticity. 

 
 

УДК 539.3 

ОЦЕНКА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 

 ПЛАСТИНЫ ПОД ДЕЙСТВИЕМ КАСАТЕЛЬНЫХ НАГРУЗОК  

НА ОСНОВЕ БИМОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ 

Усанов Ф.А. 
Институт механики и сейсмостойкости сооружений им.М.Т.Уразбаева АН РУз, Ташкент, Узбекистан. 

E-mail: usanovfurqat94@mail.ru 

Аннотация. Статья посвящена оценке напряжённо-деформированного состояния (НДС) пластины под дей-

ствием касательных нагрузок, приложенных по её лицевой поверхности, на основе бимоментной теории пластин. В ра-
боте предложена методика и программа расчёта НДС, а также приведена математическая постановка динамической 

задачи колебаний консольной пластины. Предложены дифференциальные уравнения движения с соответствующими 

граничными условиями, которые учитывают силы, моменты и бимоменты. Решение задачи осуществлялось с помощью 

метода конечных разностей. Приведены численные результаты расчета нормальных напряжений. 
Ключевые слова: Перемещения, напряжения, силы, моменты, бимоменты, напряженно-деформированное состо-

яние, бимоментная теория, касательная нагрузка, уравнения движения, граничные условия, метод конечных разностей. 

Введение. Расчет прочности колебаний пластины под действием касательных нагру-

зок является одним из важнейших вопросов механики деформируемого твёрдого тела, по-

скольку такие проблемы часто встречаются в строительстве. Особый интерес представляют 

тонкие пластины, подвергающиеся не только нормальным, но и касательным нагрузкам. 

Такие силы могут возникать, например, при трении, в условиях контакта пластины с грун-

том, в результате технологических воздействий. Многие известные ученые проводили 

научные исследования по вопросам колебаний пластин и напряженно-деформированного 

состояния пластин. Ниже приведен анализ научных исследований и их достижения и недо-

статки. На основе этого анализа определены некоторые важные аспекты этой работы. 

В статье [1] обсуждается асимметричный изгиб круглых пластин с использованием 

метода конечных элементов. Модель изгиба пластины состоит из одномерных круглых и 

кольцевых сегментов кольца с использованием подхода ряда Фурье для моделирования 

асимметрии проблемы. 

В работе [2] изложены теоретические основы определения внутренних усилий и по-

строения эпюр различных силовых факторов, определения положения опасных сечений и 

выбора сечений по условиям прочности. В статье [3] предлагается новый приближенный 

метод, основанный на аналитических формулах, для оценки предельной прочности усилен-

ных панелей путем исследования механизмов разрушения этих панелей. Сравниваются ре-

зультаты расчетов, выполненных предложенным методом и нелинейным анализом методом 

конечных элементов, и для всех исследованных сценариев разрушения получено очень хо-

рошее согласие. 

В статье [4] исследуются характеристики свободных колебаний укрепленных орто-

тропных пластин. Рассмотрены числовые примеры и приведен подробный анализ. В статье 

[5] представлены уравнения конечных элементов для вариационной согласованной теории 

балок высшего порядка для статического и динамического поведения прямоугольных ба-

лок. Показано, что полная интеграция членов жесткости сдвига приводит к восстановлению 

ограничения Кирхгофа для тонких балок без введения ложных ограничений блокировки. 

Статья [6] посвящена аналитическому моделированию свободно опертой многослойной 
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