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Usanov F.A. Bimoment nazariyasi asosida urinma yuklar ta’siridagi plastinaning kuchlanganlik–deformatsiyalangan-

lik holatini baholash. 

Annotatsiya. Maqola plastinaning ustki qismiga qo‘yilgan urinma yuklar ta’siridagi kuchlanganlik–deformatsiyalanganlik 

holatini bimoment nazariyasi asosida baholashga bag‘ishlangan. Ishda kuchlanganlik–deformatsiyalanganlik holatini hisoblash 
uslubiyoti va dasturi taklif qilingan, shuningdek, konsol plastina tebranishining dinamik masalasining matematik qo‘yilishi 

keltirilgan. Kuchlar, momentlar va bimomentlarni hisobga oluvchi tegishli chegaraviy shartlar bilan birga harakatning differensial 

tenglamalari taklif etilgan. Masala chekli ayirmalar usuli yordamida sonli yechilgan. Normal kuchlanishlarni hisoblashning sonli 

natijalari keltirilgan. 
Kalit so‘zlar: Ko‘chishlar, kuchlanishlar, kuchlar, momentlar, bimomentlar, kuchlanganlik–deformatsiyalanganlik holati, 

bimoment nazariyasi, urinma yuk, harakat tenglamalari, chegaraviy shartlar, chekli ayirmalar usuli. 

 

Usanov F.A. Evaluation of the stress-strain state of a plate under the action of tangential loads based on the bimoment 

theory. 

Abstract. The article is devoted to the assessment of the stress-strain state (SSS) of a plate under the action of tangential 

loads applied to its facial surface, based on the bimoment plate theory. The paper proposes a methodology and program for 

calculating the SSS, and presents the mathematical formulation of the dynamic problem of cantilever plate vibrations. Differential 
equations of motion with corresponding boundary conditions are proposed, which take into account forces, moments, and bi-

moments. The problem was solved using the finite difference method. Numerical results for the calculation of normal stresses are 

presented. 

Keywords: displacements, stresses, forces, moments, bimoments. stress-strain state, bimoment theory, tangential load, 
equations of motion, boundary conditions, finite difference method. 
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ЗАДАЧА АНОМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ ЖИДКОСТИ В КУСОЧНО–

НЕОДНОРОДНОЙ ПОРИСТОЙ СРЕДЕ 
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Аннотация. В работе рассмотрена задача аномальной фильтрации жидкости в кусочно-неоднородной фрак-
тальной пористой среде. В математической модели задачи учитывается сложная структура среды - кусочная неодно-

родность проницаемости. Для описания аномальности процесса используется дробная производная в уравнении пьезо-

проводности. Уравнение аппроксимировано методом конечных разностей и получены численные решения. Проанализи-

рованы профили давления и скорости фильтрации при различных порядках дробной производной. Определено влияние 
изменения проницаемости и порядка дробной производной на распределение фильтрационных характеристик в различ-

ные моменты времени.  

Ключевые слова: аномальная фильтрация, давление, дробная производная, кусочно-неоднородные среды, метод 

конечных разностей, неоднородная проницаемость, скорость фильтрации, фрактальная проницаемость. 

Введение. Классический закон Дарси описывает течение жидкостей в пористых сре-

дах под действием перепада давления [1]. Этот закон является теоретической основой для 

моделирования движения жидкости через пористые среды во многих областях, таких как 

гидрогеология, нефтегазовая промышленность и геотехника [2]. Однако во фрактальных 

пористых средах вследствие изменения проницаемости во времени наблюдается замедле-

ние течения жидкости в пористых средах. Для моделирования этих явлений используется 

дробная производная и вводится понятие «памяти» [3,4,5]. Концепция памяти жидкости яв-

ляется важным фактором при рассмотрении моделей течения. В [6] представлена модель 

напряжения-деформации пористой среды, включающая некоторые параметры и свойства 

среды. Полученная математическая модель показывает влияние температуры, поверхност-
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ного натяжения, изменений давления и памяти жидкости на поведение напряжения-дефор-

мации. При этом учитывается зависимость напряжения-деформации, связанная с памятью, 

и рассматривается изменение во времени и расстоянии для различных значений порядка 

дробной производной. В [7] была разработана обобщенная форма уравнения Фика на ос-

нове "модели памяти" и показана возможность описания аномальных диффузионных про-

цессов в биологических и геологических системах. В [8] исследовался процесс фильтрации 

в двух средах с различной проницаемостью. При этом особый интерес представляет вопрос 

фильтрации жидкостей в кусочно-неоднородных пористых средах, потому что в таких си-

стемах проницаемость и упругость слоев различны, что приводит к значительному отличию 

процесса от классического. В [9] предложены аналитические решения на основе межслой-

ных условий для стационарного случая. 

В данной работе рассмотрено уравнение пьезопроводности, описывающее аномаль-

ную фильтрацию жидкости в кусочно-неоднородной пористой среде. Задача решена чис-

ленно с аппроксимацией дробных производных исходя из определения Капуто [3,4,5]. Для 

различных значений коэффициентов проницаемости и порядка дробной производной опре-

делены давление, профили давления и поля скорости фильтрации в различные моменты 

времени. Оценена роль влияния дробной производной на эти характеристики.  

Постановка задачи. Закон Дарси с учетом аномальности записываем в виде: 
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где v – скорость фильтрации, k(x) – фрактальная кусочно-неоднородная проницаемость, p – 

давление, t – время, μ – динамический коэффициент вязкости, α (0 ≤ α ≤ 1) – порядок про-

изводной. 

Уравнение фильтрации для (1) в одномерном случае имеет вид: 
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где β* – коэффициент упругоемкости среды. 

Пусть отрезок [0, L1] состоит из трех частей [0, L1/3], [L1/3, 2L1/3], [2L1/3, L], которые 

назовем зонами. В каждой зоне проницаемость kf(x) описывается различными функциями 

k1(x), k2(x), k3(x), соответственно. В точках L1/3, 2L1/3 проницаемость в общем случае имеет 

разрывы первого рода. Такая среда представляет собой кусочно-неоднородную среду. 

Начальное условие принимаем в виде: 

  .,0 0 constpxp        (3) 

Граничные условия следующие: 

    0,,0, 1  Ltpptp c ,  constpc  .   (4) 

В точках разрыва проницаемости давление и скорость фильтрации остаются непре-

рывными. Соответственно, принимаются следующие условия: 
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Задача заключается в решении уравнения (2) с условиями (3)-(8). Зная поле давления, 

из (1) определяется скорость фильтрации v. 

Алгоритм численного решения. Уравнение (2) при условиях (3)-(8) решается мето-

дом конечных разностей с аппроксимацией дробных производных как в [10,11,12]. Для 

этого в области {0≤t≤Tmax, 0≤x≤L1 } введем сетку  , 0,1,...,h ix ih i N    , 

 max, 0,1,2,..., ,jt j j M T M       , где h – шаг сетки в направлении x, τ – шаг 

сетки по времени. Из этих двух сеток построим   h  – двумерную сетку. Ее узлы 

состоят из точек   MjNixt ij ...,,2,1,0;,0,,  . Значения сеточной функции давления в 

точке (tj, x) обозначим через pj
i. Поскольку среда состоит из трех частей и сетка равномер-

ная, чтобы узлы сетки попали в точки x=L1/3 и x=2 L1/3 значение N принимаем кратным 3. 

Тогда этим точкам будут соответствовать i=N/3 и i=2N/3. 

На этой сетке уравнение (2) аппроксимируется подобным образом, как в [13,14,15,16]: 
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Аппроксимируя дробную производную 
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1,1  Ni ; 1,0  Mj , )(Г гамма функция. 

Вводим следующее обозначение 
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где 

)( 5.0 ipi xkKA ;  )()(1 5.05.0   ipipi xkKxkKB ; )( 5.0 ipi xkKC ; 

   21
)()()( 5.015.05.0 pip

j

iippip

j

i

j

i SxkKpxkKSxkKpF

j

iippip

j

iippip

j

iip pxkKSxkKpxkKSxkKpxkK 15.05.05.05.05.0 )()()()()(
32   . 

Начальное условие (3) аппроксимируется как 
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0

0 ppi  , 0,i N .      (13) 

Граничные условия (3) в разностной форме имеют вид: 

  c
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0 ,  0
1 pp j

N  . ,...,1,0j .     (14) 

Система уравнений (12) решается методом прогонки. Используем следующее соотно-

шение 
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где 11 ,  ii   – прогоночные коэффициенты. 

При использовании (15) из (12) получаем следующие рекуррентные формулы для 

определения коэффициентов δi+1, ηi+1 

iii

i
i

BA

C







 1 , 

 
iii

ii

j

i
i

BA

AF









 1 , .1,...,3

3

2
,2

3

2
,

3

2
,...,2

3
,

3
,...,1  N

NNNNN
i (16) 

Начальные значения коэффициентов δi+1, ηi+1 определяются из условий (14): δ1=0, 

η1=pc. 

В точке i=N/3 условие (7) запишем как 
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После аппроксимации производных получим 
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Вводим следующие обозначения 
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Тогда (18) можно записать как 
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Соотношение (15) в точке N/3-1 запишем как 
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5 6 41 1 1 2 2
1 1

3 3 3 31 12

1
13 3

13

3

1
1

j j j

N p p N N p N

j j

N N

N

N

p S D S D p D D S D p
D

p p
D

D






 
 



 
      

  
  

 
 

. (20) 

Сравнивая (20) с 

1
3

1

1
3

1
3

1

3






  N

j

NN

j

N pp  ,     (21) 

получим 

3

1

2

1
3

1 N

N
D

D








, 

5 6 41 1 1 2 2
1 1

3 3 3 3

1
3

1

3

1

i j j

N p p N N p N

N

N

p S D S D p D D S D p

D







 



 
      

 
 
  

 

. 

Далее, прогоночные коэффициенты δi, ηi, i=N/3+2, N/3+3, …, 2N/3 определяются из 

(16). 

В точке i=2N/3 условие (8) запишем как 
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Вводим следующие обозначения 
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Тогда (23) можно записать как 
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определим прогоночные коэффициенты 

1
3

23

4

1
3

2
1



 


N

N
D

D


 , 







































1
3

23

1
3

244

3

23
1

3

233

3

2

1
3

2

1

798

N

j

NpN

j

Npp

i

N

N

D

pDSDDpDSDSp





 . 

Далее, прогоночные коэффициенты δi, ηi, i=2N/3+2, 2N/3+3, …, N-1 определяются по 

(16). 
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Результаты и обсуждение 

Используются следующие значения исходных параметров: k0=10-14 м2сα, μ=10-3 Па·с, 

β*=10-8 1/Па, pc=5·105 Па, L=3 м tmax=700с. Параметры сетки: τ=1с, h=0.1 м. 

Проницаемость среды принимается в виде  
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Некоторые результаты численных расчетов для различных параметров модели пред-

ставлены на рис.1 – 4.  

Профили давления для различных значений времени и параметра α показаны на рис. 

1. Из графиков видно, что с увеличением времени можно наблюдать более широкое распро-

странение профилей давления. При переходе жидкости из первой зоны с k1 во вторую с k2, 

а также при переходе со второй зоны с k2 в третью с k3, изменение давления вследствие 

разрыва k(x) имеет изломы, но в соответствии с (5), (6) непрерывность давления сохраня-

ется.  

 

 

 
 

Рис. 1. Профили давления при α=0(a), 0.1 (б), 0.15 (в), t=500 (·····), 600 (-·-·-), 700 (––––) с 

Для того, чтобы более четко показать влияние α на профили давления, на рис. 2 при-

ведены результаты при различных значениях порядка дробной производной α. В первой 

зоне с ростом времени происходит сравнительное увеличение значений давления, в то 

время как во второй и третьей зонах значения давления сравнительно уменьшаются. Это, 

по-видимому, связано с тем, что проницаемость в первой зоне намного ниже, чем во второй 
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и третьей зонах. Относительно большая проницаемость во второй и третьей зонах приводит 

к тому, что за счет относительно большей скорости фильтрации жидкость как бы «высасы-

вается» из первой зоны во вторую, и затем в третью. 

 

 

 
Рис. 2. Профили давления для различных α при t=500 (а), 600(б), 700 (в) с, α=0 (––––), 0.1 (-·-·-), 0.15 (·····). 

На рис. 3 приведены профили скорости фильтрации v при различных значениях вре-

мени и α. Из графиков видно, что по мере увеличения времени можно наблюдать различные 

закономерности распространения профилей скорости фильтрации. Изломы в темпе измене-

ния v в точках x=L1/3 и x=2L1/3 сохраняются. Непрерывность v в этих точках следует из (7), 

(8). Как видно из графиков, влияние α в различных зонах изменения k(x) проявляется раз-

личным образом. В целом, в этих зонах влияние α характеризуется запаздывающей дина-

микой давления. 
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Рис. 3. Профили скорости фильтрации при α =0 (a), 0.1 (б), 0.15 (в), t=500 (---), 600 (-·-·-), 700 (–––) , с. 

Как и в случае определения влияния α, на профили давления (рис. 2) составлены от-

дельные графики для различных α при заданных t (рис. 4). Из графиков видно, что увели-

чение значений α приводит к существенному снижению v. При этом явно прослеживается 

запаздывающая динамика v. В отличие от рис. 2, здесь смена режима от относительно боль-

ших значений в первой зоне к относительно меньшим значениям во второй и третьей зонах 

не происходит. Это объясняется тем, что скорость фильтрации v определяется не самим 

значением давления, а его градиентом. Кроме того, в соответствии с (1) скорость фильтра-

ции определяется и темпом изменения градиента давления во времени.  
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Рис. 4. Профили скорости фильтрации для различных α при t=500 (а), 600(б), 700 (в) с, α =0 (––––), 0.1   ,  

0.15   . 

Заметим, что в точках разрыва k(x) значения слева или справа известны. Поэтому в 

численных расчетах использование (7), (8) не создает вычислительных трудностей. В слу-

чае, когда в точках разрыва значения k(x) с двух сторон не известны, следует использовать 

интегро-интерполяционный метод аппроксимации задачи. Тогда интегралы для определе-

ния коэффициентов разностной схемы вычисляются во всех точках сетки независимо от 

того, являются ли значения k(x) непрерывными или разрывными. Другим словами, разност-

ная схема становится однородной и появится возможность осуществления сквозного счета 

решения. 

Заключение. Рассмотрена задача аномальной фильтрации жидкости в конечной од-

номерной кусочно-неоднородной пористой среде. На основе закона фильтрации М.Капуто 

написано уравнение пьезопроводности. Для этого уравнения поставлена задача фильтрации 

жидкости в кусочно-неоднородной пористой среде, состоящей из трех зон с различной про-

ницаемостью. Задача решена численно методом конечных разностей.  Определены поля 

давления и скорости фильтрации. Установлено влияние порядка дробной производной по 

времени в законе Дарси на характер изменения давления и скорости фильтрации. Для вы-

бранного закона изменения проницаемости во всех зонах получена возрастающая динамика 
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давления, но с различными темпами, зависящими от порядка дробной производной. Увели-

чение порядка дробной производной приводит к небольшому сравнительному увеличению 

давления в первой зоне и сравнительному уменьшению во второй и третьей зонах. Это объ-

яснено низкой проницаемостью первой зоны и относительно высокой проницаемостью вто-

рой и третьей зон. Происходит такое явление, что вторая и третья зоны как бы «высасы-

вают» жидкость из первой зоны. Скорость фильтрации в первой зоне с увеличением вре-

мени уменьшается, а во второй и третьей зонах – увеличивается. Это объясняется характе-

ром изменения проницаемости в зонах. В точках разрыва проницаемости получен разрыв 

градиента давления, но для давления и скорости фильтрации сохраняется непрерывность. 

Увеличение порядка дробной производной по времени в законе фильтрации приводит к за-

паздывающей динамике распределения скорости фильтрации. 
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Xujayorov B., Tuyg‘unov J.R. Bo‘lakli bir jinsli bo‘lmagan g‘ovak muhitda suyuqliklarning anomal sizish masalasi. 
Annotatsiya. Ushbu maqolada bo‘lakli bir jinsli bo‘lmagan fraktal g‘ovak muhitda suyuqliklarning anomal sizishi 

masalasi qaralgan. Masalaning matematik modelida muhitning murakkab strukturasi - o‘tkazuvchanlikning bo‘lakli bir jinsli 

bo‘lmaganligi hisobga olinganligi bilan ifodalanadi. Jarayon anomaligini tavsiflash uchun p’yezo‘tkazuvchanlik tenglamasida 

kasr hosila ishlatilgan. Tenglama chekli ayirmalar usuli yordamida approksimatsiya qilingan va sonli natijalar olingan. Bosim va 
sizish tezligi profillari hosila tartibining turli qiymatlari uchun tahlil qilingan. Vaqtning turli qiymatlarida sizish xarakteristikala-

rining taqsimlanishiga o‘tkazuvchanlik va hosila tartibi o‘zgarishlarining ta’siri aniqlangan. 

Kalit so‘zlar: Anomal filtratsiya, bir jinsli o‘tkazuvchanlik, bosim, bo‘lakli bir jinsli bo‘lmagan muhit, kasr tartibli hosila, 

sizish tezligi, fraktal o‘tkazuvchanlik, chekli ayirmalar usuli. 

Khujayorov B., Tuygunov J.R. The problem of anomalous fluid filtration in a piecewise inhomogeneous porous medium. 

Abstract. This paper investigates the issue of anomalous fluid filtration in a piecewise inhomogeneous fractal porous me-

dium. The mathematical model accounts for the complex structure of the medium, specifically the piecewise inhomogeneity of 
permeability. A fractional derivative is employed in the piezoconductivity equation to describe the anomalous process. The equation 

is approximated using the finite difference method, and numerical solutions are derived. Pressure and filtration velocity profiles 

are analyzed for different orders of the fractional derivative. The influence of changes in permeability and the order of the fractional 

derivative on the distribution of filtration characteristics at different time points is determined. 
Keywords: anomalous filtration, filtration velocity, finite difference method, fractal permeability, fractional derivative, 

inhomogeneous permeability, piecewise inhomogeneous media, pressure. 
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